
96 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî àâèàöèîííîãî èíñòèòóòà. Ò.26. ¹1

Ïðî÷íîñòü è òåïëîâûå ðåæèìû ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ Strength and thermal conditions of flying vehicles

ÏÐÎ×ÍÎÑÒÜ È ÒÅÏËÎÂÛÅ ÐÅÆÈÌÛ
ËÅÒÀÒÅËÜÍÛÕ ÀÏÏÀÐÀÒÎÂ

ÓÄÊ 539.3

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÑÒÅÐÆÍÅÉ
ÑÎ ÑÒÓÏÅÍ×ÀÒÎ ÈÇÌÅÍßÞÙÅÉÑß ÈÇÃÈÁÍÎÉ ÆÅÑÒÊÎÑÒÜÞ

Åðêîâ À.Ï.

«Ãðàæäàíñêèå ñàìîëåòû Ñóõîãî»,
óë. Ëåíèíñêàÿ Ñëîáîäà, 26, Ìîñêâà, 115280, Ðîññèÿ

e-mail: ap.erkov@yandex.ru
Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 24.01.2019

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè äâóõ òèïîâ ñòåðæíåé ïåðåìåííîé æåñòêîñòè: ñî ñòóïåí÷àòûì èçìåíå-
íèåì ñå÷åíèÿ ñ äâóìÿ ó÷àñòêàìè è ñî ñòóïåí÷àòûì èçìåíåíèåì ñå÷åíèÿ ñ òðåìÿ ó÷àñòêàìè. Ïðèíÿòû ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ â âèäå øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ ïî äâóì òîðöàì, à òàêæå ñ çàäåëêîé ïî îäíîìó òîðöó è ñâîáîäíûì âòî-
ðûì òîðöîì. Ðàññìîòðåíû ñòåðæíè èç èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà è èç ñëîèñòîãî êîìïîçèòà.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåé ïåðåìåííîé æåñòêîñòè èñïîëüçîâàëñÿ âàðèàöèîííûé ìåòîä Ðèòöà.
Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà è èõ
âåðèôèêàöèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä Ðèòöà, êðèòè÷åñêàÿ ñèëà, óñòîé÷èâîñòü ñòåðæíåé, ñòåðæíè ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ, êîì-
ïîçèòíûå ñòåðæíè, óñòîé÷èâîñòü ñòåðæíåé ïåðåìåííîé æåñòêîñòè, ñòåðæíè ïåðåìåííîé æåñòêîñòè.

Ââåäåíèå

Óñòîé÷èâîñòü ñòåðæíåé ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ
èçó÷åíà äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî. Ïåðâûå ðàáîòû
ïðèíàäëåæàò Ýéëåðó (1759). Èì áûëà ðàññìîòðå-
íà óñòîé÷èâîñòü êîíè÷åñêîãî ñòåðæíÿ è ñòåðæíÿ,
îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòüþ ïàðàáîëîèäà âðàùå-
íèÿ. Âñëåä çà íèì âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ñòåðæ-
íåé ïåðåìåííîé æåñòêîñòè èçó÷àëè Ëàãðàíæ,
Ôðàíêå è äðóãèå.

Âîîáùå â ÕÕ âåêå ýòîé ïðîáëåìîé çàíèìàëèñü
ìíîãèå ó÷åíûå, áûëî íàïèñàíî áîëüøîå êîëè÷å-
ñòâî ñòàòåé è ìîíîãðàôèé, íàïðèìåð [1—6].

Â ìîíîãðàôèÿõ [7—10], âûïóùåííûõ óæå â
XXI âåêå,îáîáùåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïî
ïðîáëåìàì óñòîé÷èâîñòè çà ïðåäûäóùèå ãîäû.

Â [11] ïðåäëîæåí ïîëóàíàëèòè÷åñêèé ìåòîä
ðåøåíèÿ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåé è ïëàñòèí
ïåðåìåííîé æåñòêîñòè íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ
äåëüòà-ôóíêöèé. Â [12] ðàçðàáîòàíà ìîäåëü ïðî-
äîëüíîãî óäàðà ïî ñîñòàâíîìó ñòåðæíþ ñî ñêà÷-
êîîáðàçíûì èçìåíåíèåì ïî äëèíå ãåîìåòðè÷åñêèõ
è èíåðöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê, ðàññìîòðåíû âîï-
ðîñû îöåíêè áåçîïàñíîñòè ýëåìåíòîâ àâèàöèîí-
íûõ êîìïëåêñîâ ïðè âíåøòàòíûõ ñèòóàöèÿõ. Â
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[13—16] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñòåð-
æíÿ ïåðåìåííîé æåñòêîñòè ïðèìåíÿþòñÿ ÷èñëåí-
íûå ìåòîäû. Â [17—23] çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè ñòåð-
æíåé ïåðåìåííîé æåñòêîñòè àâòîðû ðåøàþò àíà-
ëèòè÷åñêè, ðàññìîòðåíû çàäà÷è ñ ðàçëè÷íûìè ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè è çàêîíàìè èçìåíåíèÿ èç-
ãèáíîé æåñòêîñòè.

Çàðóáåæíûå ïóáëèêàöèè: â [24—33] ðàññìîò-
ðåíî ðåøåíèå çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè äëÿ èçîòðîïíûõ
ñòåðæíåé ïåðåìåííîé æåñòêîñòè ñ ïðèìåíåíèåì
ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ; â [25] ïðèìåíåí HAM (Ìå-
òîä Ãîìîòîïíîãî Àíàëèçà); â [26] ðàññìîòðåíû ìå-
òîäû: ADM (Ìåòîä Ðàçëîæåíèÿ Àäîìèàíà), VIM
(Ìåòîä Âàðèàöèîííûõ Èòåðàöèé), HPM (Ìåòîä
Ãîìîòîïè÷åñêîãî Âîçìóùåíèÿ); â [27] èñïîëüçî-
âàí ìåòîä äèôôåðåíöèàëüíûõ êâàäðàòóð; â [28] èñ-
ïîëüçîâàí ìåòîä èòåðàöèîííûõ âîçìóùåíèé; â
[30] àâòîðû ïðèìåíÿþò ìåòîä íà÷àëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå; â [31] êðèòè÷åñ-
êàÿ ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýíåðãåòè÷åñêî-
ãî ìåòîäà è ïðèìåíåíèÿ êâàíòîðîâ; â [32] àâòîðû
ïðèìåíÿþò íîâûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé – GDQM (Îáîá-
ùåííûé Ìåòîä Äèôôåðåíöèàëüíûõ Êâàäðàòóð); â
[33] ïðèìåíåí ìåòîä ìàòðèö ïåðåíîñà.

Â [34] ðàññìîòðåíî ðåøåíèå çàäà÷ óñòîé÷èâî-
ñòè ñòåêëîïëàñòèêîâûõ ñòåðæíåé ïåðåìåííîé æå-
ñòêîñòè ñ ïðèìåíåíèåì ýíåðãåòè÷åñêîãî ìåòîäà â
ôîðìå Ðèòöà—Òèìîøåíêî. Ðåøåíèå ñèñòåì óðàâ-
íåíèé ïðîâîäèëîñü ÷èñëåííî, ñ ïîìîùüþ ïðî-
ãðàììíîãî êîìïëåêñà Matlab. Â [35] ðàññìàòðèâà-
åòñÿ êîìïîçèòíûé ñòåðæåíü ñ ñîñòàâíûì ñå÷åíè-
åì, ïåðåìåííûì ïî äëèíå, ò.å. ñå÷åíèå ñîñòîèò èç
íåñêîëüêèõ çîí è ó êàæäîé çîíû ìîãóò áûòü ñâîè
ñâîéñòâà, íî ïðè ýòîì, ñå÷åíèå ñèììåòðè÷íî îò-
íîñèòåëüíî ãëàâíûõ öåíòðàëüíûõ îñåé èíåðöèè.
Â [36] èññëåäîâàí âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè ñëîèñòî-
ãî êîìïîçèòíîãî ñòåðæíÿ ñî ñòóïåí÷àòûì èçìå-
íåíèåì òîëùèíû, à òàêæå ñ ó÷åòîì íàëè÷èÿ òðå-
ùèí â ñå÷åíèÿõ ïåðåõîäà òîëùèí. Äëÿ ñòåðæíÿ ñ
äâóìÿ ó÷àñòêàìè ïîñòîÿííîé òîëùèíû ðåøåíèå
ïîëó÷åíî â âèäå òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ
(àíàëîãè÷íî ñòåðæíÿì èç èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà),
ðåøåíèå êîòîðîãî äàåò çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé
ñèëû.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè çà-
äà÷è óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåé ïåðåìåííîé æåñòêî-
ñòè: 1) ñî ñòóïåí÷àòûì èçìåíåíèåì ñå÷åíèÿ ñ äâó-
ìÿ ó÷àñòêàìè, îáà òîðöà øàðíèðíî îïåðòû; 2) ñî
ñòóïåí÷àòûì èçìåíåíèåì ñå÷åíèÿ ñ äâóìÿ ó÷àñò-
êàìè, îäèí òîðåö çàäåëàí, à âòîðîé ñâîáîäíûé; 3)
ñî ñòóïåí÷àòûì èçìåíåíèåì ñå÷åíèÿ ñ òðåìÿ ó÷à-
ñòêàìè, îáà òîðöà øàðíèðíî îïåðòû.

Òåìà ðàñ÷åòà ñòåðæíåé ïåðåìåííîé æåñòêîñ-
òè íà óñòîé÷èâîñòü àêòóàëüíà, ÷òî ïîäòâåðæäàåò-
ñÿ áîëüøèì ÷èñëîì ïóáëèêàöèé â 2018 ãîäó. Ñòåð-
æíè ïåðåìåííîé æåñòêîñòè àêòèâíî ïðèìåíÿþò-
ñÿ â àýðîêîñìè÷åñêîé îòðàñëè. Íàïðèìåð, òÿãè è
ïîäêîñû â ñàìîëåòàõ ñîîòâåòñòâóþò ïî ñâîåé ãåî-
ìåòðèè ñòåðæíþ ïåðåìåííîé æåñòêîñòè. Òàêæå
ñòåðæíè ïåðåìåííîé æåñòêîñòè ìîãóò áûòü ïðè-
ìåíåíû â ðàçëè÷íûõ àâèàöèîííûõ êîíñòðóêöèÿõ
ôåðìåííîãî òèïà. Ïîýòîìó âàæíî äàòü èíæåíåðó
ïðîñòîé èíñòðóìåíò äëÿ îöåíêè óñòîé÷èâîñòè
ñòåðæíåé ïåðåìåííîé æåñòêîñòè.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ – ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ
îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû ñòåðæíåé ïåðå-
ìåííîé æåñòêîñòè, êîòîðûå ìîæíî ïðèìåíÿòü â
èíæåíåðíîé ïðàêòèêå, ò.å. âûðàæåíèÿ, íå òðåáó-
þùèå ïðîìåæóòî÷íûõ ðàñ÷åòîâ è îáåñïå÷èâàþ-
ùèå ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð,
äëÿ ðàññìîòðåííûõ íèæå çàäà÷ ñóùåñòâóþò ðåøå-
íèÿ â âèäå òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå
íåîáõîäèìî åùå ðåøèòü ÷èñëåííî, ÷òî â èíæåíåð-
íîé ïðàêòèêå íå ñîâñåì óäîáíî.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó ïîëó÷èòü ïðèåìëåìûå àíàëè-
òè÷åñêèå ôîðìóëû, êîòîðûå áû äàâàëè ïðîñòûå
ðåøåíèÿ (â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ) äëÿ êðèòè-
÷åñêîé ñèëû.

Â èññëåäîâàíèè ïðèíÿòî, ÷òî äî ïîòåðè óñòîé-
÷èâîñòè íàïðÿæåíèÿ â ñòåðæíÿõ íàõîäÿòñÿ â óï-
ðóãîé çîíå è íå ïðèâîäÿò ê èõ ðàçðóøåíèþ.

Àëãîðèòì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ðèòöà
ê ðåøåíèþ çàäà÷ óñòîé÷èâîñòè
ñòåðæíåé ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ

Â ìåòîäå Ðèòöà [4] ôóíêöèÿ ïðîãèáà ñòåðæíÿ
äîëæíà áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ðÿäà. Îáû÷íî
èñïîëüçóþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ëèáî ïîëèíî-
ìèàëüíûå ðÿäû, íàïðèìåð:
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Ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ äåôîðìàöèè ñòåðæ-
íÿ ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ (ó÷èòûâàÿ òîëüêî èçãèá)
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Äëÿ ñòåðæíÿ, ñîñòîÿùåãî èç äâóõ ó÷àñòêîâ ñ
ðàçíûìè ñå÷åíèÿìè, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äå-
ôîðìàöèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñóììîé

1 2,V V V                        (3)
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Ðàáîòó âíåøíåé ñèëû äëÿ ñòåðæíÿ ïîñòîÿííî-

ãî ñå÷åíèÿ çàïèøåì â âèäå
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1 1
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l ldw dw
T Ð dx P dx

dx dx
       
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Äëÿ ñòåðæíÿ ïåðåìåííîé æåñòêîñòè ðàáîòà
âíåøíåé ñèëû áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ òåì æå âûðàæå-
íèåì (4), ïîñêîëüêó ïðîãèá îïèñûâàåòñÿ îäíîé
ôóíêöèåé (â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî èëè ïîëè-
íîìèàëüíîãî ðÿäà).

Åñëè ñå÷åíèå ñòåðæíÿ ìåíÿåòñÿ ïî íåêîòîðî-
ìó çàêîíó, ò.å. ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ïåðåìåííîé ïî äëèíå ñòåðæíÿ âåëè÷èíîé, òî
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè

2 2

0

1 ( )
.

2 ( )

l P w õ
V dx

EI x
                 (5)

Åñëè ñòåðæåíü ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ó÷àñòêîâ
ïåðåìåííîé æåñòêîñòè, èíòåãðàë (5) ñëåäóåò ðàç-
áèòü íà íåñêîëüêî èíòåãðàëîâ ñ ïðåäåëàìè èíòåã-
ðèðîâàíèÿ ïî êàæäîìó èç ó÷àñòêîâ.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî (5) èìååò îãðàíè÷å-

íèÿ. Äëÿ ìíîãèõ ñëó÷àåâ ( )I õ  èíòåãðàë (5) íå ðå-

øàåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ, ÷òî î÷åíü íå-
óäîáíî, åñëè íåîáõîäèì àíàëèòè÷åñêèé ðåçóëüòàò,
êîòîðûé ìîæíî ïðèìåíèòü â èíæåíåðíîé ïðàê-
òèêå. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ïîòåíöèàëüíóþ ýíåð-
ãèþ ñòåðæíÿ çàïèñàòü â äðóãîì âèäå:
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2
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l w x
V EI x dx

x

 
    
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Åñëè ñòåðæåíü ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ó÷àñòêîâ
ïåðåìåííîé æåñòêîñòè, òî èíòåãðàë (6) ñëåäóåò
ðàçáèòü íà íåñêîëüêî èíòåãðàëîâ ñ ïðåäåëàìè
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êàæäîìó èç ó÷àñòêîâ.

Èíòåãðàë (6) ðåøàåòñÿ äëÿ ìíîãèõ âàðèàíòîâ

ôóíêöèè ( ),I õ  íî ïîëó÷àåìîå ðåøåíèå ìåíåå òî÷-

íîå, ÷åì äàåò ôîðìà çàïèñè (5), ÷òî ñâÿçàíî ñ íå-
îáõîäèìîñòüþ äâîéíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

( ).w õ  Òåì íå ìåíåå, ôîðìà çàïèñè (6) ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ïðèåìëåìîå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå
äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû.

Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è íàïðÿìóþ çàâèñèò
îò êîëè÷åñòâà âçÿòûõ ÷ëåíîâ ðÿäà. Â îáùåì ñëó-
÷àå, ÷åì áîëüøå ÷ëåíîâ ðÿäà, òåì òî÷íåå ðåøåíèå
çàäà÷è. Íî, ïîìèìî êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ ðÿäà, âàæ-
íî ïðàâèëüíî ïîäîáðàòü ôóíêöèþ, ôîðìèðóþùóþ
ðÿä. Ôóíêöèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü êàê ìèíèìóì
ãåîìåòðè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Íàïðèìåð,
åñëè ñòåðæåíü øàðíèðíî îïåðò ïî òîðöàì, òî ðÿä
íà îñíîâå ñèíóñà (1) ïîäîéäåò, à åñëè ñòåðæåíü
èìååò çàäåëêó ïî òîðöó èëè ñâîáîäíûé òîðåö —
òî íåò. Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ÷àñòî áûâàåò
äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü äâà ÷ëåíà ðÿäà, åñëè ôóíêöèÿ,
ôîðìèðóþùàÿ ðÿä, âûáðàíà êîððåêòíî. Â òàêîì
ñëó÷àå, êàê ïîêàçàíî äàëåå, ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè-
åìëåìîå âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé
ñèëû.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ óïðóãîé ñèñòåìû îïðåäåëèò-
ñÿ êàê

.Э V T                        (7)

Âàðèàöèþ ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû ïðåäñòà-
âèì â ñëåäóþùåì âèäå:

1

, 1, 2,..., .
n

m
m m

Э
Э A m n

A


   

           (8)

Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìûå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ ðàâíîâåñíûìè, òî âàðèàöèÿ äîëæíà áûòü ðàâ-
íà íóëþ:

1

0.
n

m
m m

Э
A

A


 

                  (9)

Âàðèàöèè mA  ìîæíî ñ÷èòàòü íåçàâèñÿùèìè

äðóã îò äðóãà, ïîýòîìó ðàâåíñòâî íóëþ âàðèàöèè
ïîëíîé ýíåðãèè âîçìîæíî ïðè óñëîâèè:

0, 1, 2,..., .
m

Э
m n

A


 


              (10)

Â èòîãå ïîëó÷èì n ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöè-
åíòîâ Am . ×òîáû ñèñòåìà óðàâíåíèé èìåëà íåíó-
ëåâîå ðåøåíèå, íåîáõîäèìî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü,
ñîñòàâëåííûé èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè Am , áûë ðà-
âåí íóëþ:

0.                       (11)
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Âûðàæåíèå äëÿ îïðåäåëèòåëÿ äàåò óðàâíåíèå
ñòåïåíè n îòíîñèòåëüíî Ð. Ðåøàÿ óðàâíåíèå, ïî-
ëó÷èì n êîðíåé. Êîðíè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ çíà-
÷åíèÿìè êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. Â ïðàêòè÷åñêèõ
ðàñ÷åòàõ îáû÷íî òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ìèíèìàëü-
íóþ êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó, â ýòîì ñëó÷àå íåîáõî-
äèìî âçÿòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå èç n êîðíåé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòåðæåíü èç ñëîèñòîãî
êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà. Äëÿ òàêîãî ñòåðæíÿ
âûðàæåíèå (2) ïðèìåò èíîé âèä:

1

2 2

( )
1 11

1 ( )
,

2

i

i

Xn

i
i X i

P w õ
V dx

D b




                  (12)

ãäå i – íîìåð ó÷àñòêà ñòåðæíÿ; n – êîëè÷åñòâî

ó÷àñòêîâ ñòåðæíÿ; ( )
11

iD  – ÷ëåí ìàòðèöû èçãèáíîé

æåñòêîñòè ïàêåòà ñòåðæíÿ íà i-ì ó÷àñòêå; bi — øè-
ðèíà ñòåðæíÿ.

Äëÿ ñòåðæíÿ, ñîñòîÿùåãî, íàïðèìåð, èç äâóõ
ó÷àñòêîâ ïîëó÷èì:

2 2 2 2

(1) (2)
0 11 1 11 2

1 ( ) 1 ( )
.

2 2

a l

a

P w õ P w õ
V dx dx

D b D b
           (13)

Âñå îñòàëüíûå ôîðìóëû (4), (7)—(11) è õîä ðå-
øåíèÿ, çàïèñàííûå äëÿ ñòåðæíÿ èç èçîòðîïíîãî
ìàòåðèàëà, ïðèìåíèìû è äëÿ ñòåðæíÿ èç ñëîèñ-
òîãî êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà. Ñëåäóåò îòìå-
òèòü, ÷òî äàííûé ïîäõîä ïðèãîäåí, åñëè íà êàæ-
äîì ó÷àñòêå óêëàäêà ñëîåâ áóäåò ñèììåòðè÷íàÿ
(ìàòðèöà [B]=0) è ñáàëàíñèðîâàííàÿ (÷ëåíû ìàò-

ðèöû [A] 16 26 0A A  ) — â ïðîòèâíîì ñëó÷àå çà-

äà÷à ïåðåñòàåò áûòü áèôóðêàöèîííîé çàäà÷åé óñ-
òîé÷èâîñòè ââèäó ïîÿâëåíèÿ âîçìóùàþùèõ ôàê-
òîðîâ.

Åñëè ïðèíÿòü äâà ÷ëåíà ðÿäà (1), òî âûðàæå-
íèå äëÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøàÿ
êâàäðàòíîå óðàâíåíèå. Ïîâòîðèâ àëãîðèòì, îïè-

ñàííûé âûøå, è ïðîäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó-
÷èì èç (11) êâàäðàòíîå óðàâíåíèå. Ïîñëå ðåøåíèÿ
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî Ð è àíàëè-
çà åãî êîðíåé, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ êðèòè÷åñ-
êîé ñèëû:

 2
êð

1
4 ,

2
P g g rc

r
                (14)

ãäå r, g, c — êîíñòàíòû.

Óñòîé÷èâîñòü ñòåðæíÿ
ñî ñòóïåí÷àòûì èçìåíåíèåì ñå÷åíèÿ

Ðàññìîòðèì ñòåðæåíü ñî ñòóïåí÷àòûì èçìåíå-
íèåì ñå÷åíèÿ (ðèñ. 1). Íàãðóæåíèå ñòåðæíÿ ïðè-
ìåì â âèäå ñæèìàþùåé ñèëû, ïðèëîæåííîé ê ïðà-
âîìó òîðöó. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ – øàðíèðíîå çàê-
ðåïëåíèå ïî äâóì òîðöàì. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà
ñòåðæåíü èç èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ïðîãèáà ïðèìåì
ðÿä, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ÷ëåíîâ:

1 2
2

( ) sin sin .
x x

w x A A
l l
        

   
       (15)

Ââåäåì íåêîòîðûå óïðîùåíèÿ. Âûðàçèì èç-
ãèáíóþ æåñòêîñòü âòîðîãî ó÷àñòêà ÷åðåç èçãèáíóþ

æåñòêîñòü ïåðâîãî: 2 2 1 1E I kE I . Îáîçíà÷èì 1 1E I

êàê S, è âûðàæåíèå (3) ïðèìåò âèä:

2 2
2 2

0

( ) ( ) .
2 2

a l

a

P P
V w õ dx w õ dx

S Sk
          (16)

Ïîâòîðèâ àëãîðèòì ìåòîäà Ðèòöà, îïèñàííûé
âûøå, è ïðîäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì èç
(11) êâàäðàòíîå óðàâíåíèå. Ïîñëå ðåøåíèÿ êâàä-
ðàòíîãî óðàâíåíèÿ è àíàëèçà åãî êîðíåé ïîëó÷èì
âûðàæåíèå äëÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû (14). Êîíñòàí-
òû (14) îïðåäåëÿòñÿ êàê:

Ðèñ. 1. Ñòåðæåíü ñ äâóìÿ ó÷àñòêàìè. Ñõåìà íàãðóæåíèÿ
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 

 

24

2 2

4 4 3 2 3 3

2 2 2 3 2 2 2 2 2

3 2
1 48sin sin 9sin

4 3
sin 72sin 8sin

18 2

4 2
sin 2sin

72 2 2 2

a a a
r l k

l l l

a a a
l l l

l kl al ak l akl

a a
l l

a l al a k l a kl akl

                
     

                
     

      

           
    

      3 4 ;l

 

 

3 2

4 2 2

4 2
18 1 sin 8sin

360 ;

a a
g Sl k k

l l

S akl ak l kl

                 

   

6 2 2288 .c S k 

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå äëÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû
òàêæå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñòåðæíÿ èç ñëîèñòîãî
êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà. Â òàêîì ñëó÷àå íå-
îáõîäèìî ó÷åñòü èíîé âèä âûðàæåíèé äëÿ èçãèá-
íîé æåñòêîñòè è êîýôôèöèåíòà k:

(2)
(1) 11 2

êîìï 11 1 êîìï (1)
11 1

, .
D b

S D b k
D b

             (17)

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå êîìïîçèòíîãî ñòåð-
æíÿ â âûðàæåíèÿõ äëÿ r, g è c íåîáõîäèìî çàìå-
íèòü S è k íà (17).

Óñòîé÷èâîñòü ñòåðæíÿ ñî ñòóïåí÷àòûì
èçìåíåíèåì ñå÷åíèÿ c òðåìÿ ó÷àñòêàìè

Ðàññìîòðèì ñòåðæåíü ñî ñòóïåí÷àòûì èçìåíå-
íèåì ñå÷åíèÿ, ñîñòîÿùèé èç òðåõ ó÷àñòêîâ
(ðèñ. 2). Íàãðóæåíèå ñòåðæíÿ ïðèìåì â âèäå ñæè-
ìàþùåé ñèëû, ïðèëîæåííîé ê ïðàâîìó òîðöó.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ – øàðíèðíîå çàêðåïëåíèå ïî

äâóì òîðöàì. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñòåðæåíü èç
èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ïðîãèáà ïðèìåì
ðÿä, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ÷ëåíîâ:

1 2
3

( ) sin sin .
x x

w x A A
l l
        

   
       (18)

Â âûðàæåíèè (18) âòîðîé ÷ëåí íå ñîîòâåòñòâó-
åò âòîðîìó ÷ëåíó ðÿäà (1), ýòî ñâÿçàíî ñ îñîáåí-
íîñòÿìè ôîðìû ïðîãèáà ðàññìàòðèâàåìîãî ñòåð-
æíÿ. Åñëè ïðèíÿòü âòîðîé ÷ëåí, êàê â (1), òî àï-
ïðîêñèìàöèÿ äàñò õóäøóþ ñõîäèìîñòü, ÷åì (18).

Âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè áóäåò
èìåòü âèä:

2 2

1 10

2 2 2 2

2 2 1 1

1 ( )
2

1 ( ) 1 ( )
.

2 2

a

l a l

a l a

P w õ
V dx

E I

P w õ P w õ
dx dx

E I E I





 

 



 
        

(19)

Ââåäåì íåêîòîðûå óïðîùåíèÿ. Âûðàçèì èç-
ãèáíóþ æåñòêîñòü âòîðîãî ó÷àñòêà ÷åðåç èçãèáíóþ

æåñòêîñòü ïåðâîãî è òðåòüåãî 2 2 1 1E I kE I . Îáî-

çíà÷èì 1 1E I  êàê S, è âûðàæåíèå (19) ïðèìåò âèä:

2
2

0

2 2
2 2

( )
2

( ) ( ) .
2 2

a

l a l

a l a

P
V w õ dx

S

P P
w õ dx w õ dx

Sk S





 

 



 
      (20)

Ïîâòîðèâ àëãîðèòì ìåòîäà Ðèòöà, îïèñàííûé
âûøå, è ïðîäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì èç
(11) êâàäðàòíîå óðàâíåíèå. Ïîñëå ðåøåíèÿ êâàä-

Ðèñ. 2. Ñòåðæåíü ñ òðåìÿ ó÷àñòêàìè. Ñõåìà íàãðóæåíèÿ
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ðàòíîãî óðàâíåíèÿ è àíàëèçà åãî êîðíåé ïîëó÷èì
âûðàæåíèå äëÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû (14). Êîíñòàí-
òû (14) îïðåäåëÿòñÿ êàê:

 4 3 4 2 3 38 2 2 4r kl al l ak l akl      

 

5

3

4 2 4 4

32sin cos

32sin cos

2

12sin cos

2 6
3sin sin

a a
l l

a a
l l

l k l kl
a a
l l

a a
l l

          
    

              
     
          

    
              

5 2
128sin cos sin 32sin

a a a a
l l l l
                    

       

3 32
cos sin 48sin cos

a a a a
l l l l
                   

       

4 2
sin 72sin cos sin

a a a a
l l l l
                   

       

4
48sin cos sin 8sin cos

a a a a a
l l l l l
                        

         

2 2 66 2
sin 12sin 64sin cos

a a a a
l l l l
                   

      

2 2 44 2
3sin 128sin cos 12sin

a a a a
l l l l
                    

       

 

2 2

2 4 3 2 2 2 2 2 3 2 2

4 2 6
sin 4sin sin

144sin cos

48 4 4 8 4 4 ;

a a a
l l l

a a
l l

l al a k l a kl akl a l

                  

         
   

      

 

 

3 2 2 2 5

3

4 2 2

8 32sin cos

32sin cos 60sin cos

2 6
27sin sin

480 2 2 ;

a a
g S k l kl

l l

a a a a
l l l l

a a
l l

S kl ak l akl

           
   

                   
       

        
   

   

6 2 2432 .c S k 

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû
òàêæå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñòåðæíÿ èç ñëîèñòîãî
êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà. Â òàêîì ñëó÷àå íå-
îáõîäèìî ó÷åñòü èíîé âèä âûðàæåíèé äëÿ èçãèá-
íîé æåñòêîñòè è êîýôôèöèåíòà k, ò.å. (17). Òàêèì
îáðàçîì, â ñëó÷àå êîìïîçèòíîãî ñòåðæíÿ â âûðà-
æåíèÿõ äëÿ r, g è c íåîáõîäèìî çàìåíèòü S è k íà
(17).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ ìîäåëü
ñòåðæíÿ ìîæåò âûñòóïàòü â êà÷åñòâå òèïîâîé òÿãè
ñàìîëåòà. ×àùå âñåãî òÿãè èçãîòàâëèâàþò ïî ñõå-
ìå, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 3. Ïðè îïðåäåëåíèè êðè-
òè÷åñêîé ñèëû äëÿ ïîäîáíîé òÿãè ðåêîìåíäóåòñÿ
ïðèíÿòü ñå÷åíèå Å-Å äëÿ ó÷àñòêà 2-ãî òÿãè è ñå-
÷åíèå F-F — äëÿ ó÷àñòêîâ 1-ãî è 3-ãî (ñì. ðèñ. 2).
Çîíà ó÷àñòêà 3 âûäåëåíà íà ðèñóíêå ïóíêòèðîì.

Óñòîé÷èâîñòü ñòåðæíÿ ñî ñòóïåí÷àòûì
èçìåíåíèåì ñå÷åíèÿ c äâóìÿ ó÷àñòêàìè,
çàäåëêîé è ñâîáîäíûì òîðöîì

Ðàññìîòðèì òåïåðü óñòîé÷èâîñòü ñòåðæíÿ ñî
ñòóïåí÷àòûì èçìåíåíèåì ñå÷åíèÿ ñ äâóìÿ ó÷àñò-
êàìè, çàäåëêîé è ñâîáîäíûì òîðöîì (ðèñ. 4).
Ìàòåðèàë ñòåðæíÿ – èçîòðîïíûé. Äëÿ ðåøåíèÿ
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îáðàòèìñÿ ê ïðåäûäóùåé
çàäà÷å.

Êðèòè÷åñêèå ñèëû ñòåðæíÿ íà ðèñ. 4 è ñòåð-
æíÿ íà ðèñ. 2 áóäóò ðàâíûìè, åñëè ïðèíÿòü, ÷òî
ïîëîâèíà ñòåðæíÿ íà ðèñ. 2 ïî âñåì ãåîìåòðè÷åñ-
êèì ïàðàìåòðàì èäåíòè÷íà ñòåðæíþ íà ðèñ. 4.
Ïîýòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåøåíèåì, ïî-
ëó÷åííûì äëÿ ñòåðæíÿ íà ðèñ. 2, íåìíîãî ìîäè-
ôèöèðîâàâ ôîðìóëû, à èìåííî íåîáõîäèìî âìå-
ñòî l â âûðàæåíèÿõ äëÿ r, g, c âçÿòü 2l :

 4 3 4 2 3 3128 2r kl al l ak l akl      

 

5

3

4 2 4 4

32sin cos
2 2

32sin cos
2 2

16 2

12sin cos
2 2

2 6
3sin sin

2 2

a a
l l

a a
l l

l k l kl
a a
l l

a a
l l

          
    

              
     
          

    
              
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5 2
128sin cos sin 32sin

2 2 2 2
a a a a
l l l l

                    
       

3 32 4
cos sin 48sin cos sin

2 2 2 2 2
a a a a a
l l l l l

                        
         

2
72sin cos sin 48sin cos

2 2 2 2 2
a a a a a
l l l l l

                        
         

4 6
sin 8sin cos sin

2 2 2 2
a a a a
l l l l
                  

       

2 2 6 22 4
12sin 64sin cos 3sin

2 2 2 2
a a a a
l l l l
                    

       

2 4 2 4
128sin cos 12sin sin

2 2 2 2
a a a a
l l l l

                   
       

 

2 2

2 4 3 2 2 2 2 2 3 2 2

2 6
4sin sin 144sin cos

2 2 2 2

768 2 2 2 ;

a a a a
l l l l

l al a k l a kl akl a l

                        

      

 

 

3 2 2 2 5

3

4 2 2

32 32sin cos
2 2

32sin cos 60sin cos
2 2 2 2

2 6
27sin sin

2 2

1920 ;

a a
g S k l kl

l l

a a a a
l l l l

a a
l l

S kl ak l akl

           
   

                   
       

        
   

   

6 2 2432 .c S k 

Â ñëó÷àå ñëîèñòîãî êîìïîçèòà íåîáõîäèìî
ïðîèçâåñòè çàìåíó ñîãëàñíî (17).

Âåðèôèêàöèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ
óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåé

Äëÿ âåðèôèêàöèè ðåçóëüòàòîâ àíàëèòè÷åñêî-
ãî ðàñ÷åòà èñïîëüçîâàëèñü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åí-
íûå ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïàêåòå ïðî-
ãðàìì MSC.Patran/Nastran. Â òàáë. 1 äàíà ãåîìåò-
ðèÿ ñòåðæíåé, èñïîëüçîâàííàÿ â èññëåäîâàíèè.

Äëÿ ñòåðæíåé èç èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà âçÿò
àëþìèíèåâûé ñïëàâ ñ ìîäóëåì óïðóãîñòè
Å = 6,867·104 ÌÏà è êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà
μ=0,3. Äëÿ ñòåðæíÿ èç ñëîèñòîãî êîìïîçèòà âûá-

Ðèñ. 3. Òèïîâàÿ àâèàöèîííàÿ òÿãà / ïîäêîñ

Ðèñ. 4. Ñòåðæåíü ñ äâóìÿ ó÷àñòêàìè, çàäåëêîé è ñâîáîäíûì òîðöîì
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ðàí óãëåïëàñòèê ñî ñâîéñòâàìè ìîíîñëîÿ, óêàçàí-
íûìè â òàáë. 2. Óêëàäêè è èçãèáíûå æåñòêîñòè
ïàêåòà äëÿ êîìïîçèòíîãî ñòåðæíÿ, ñîñòîÿùåãî èç
äâóõ ó÷àñòêîâ ïîñòîÿííîé òîëùèíû, äàíû â
òàáë. 3—5.

Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷å-
òà è ðàñ÷åòà ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äàíû íà
ðèñ. 5. Ãðàôèêè ïîñòðîåíû äëÿ ðàçëè÷íûõ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñòåðæíåé, ÷òî ïîçâîëÿåò
îöåíèòü âëèÿíèå ýòèõ ïàðàìåòðîâ íà òî÷íîñòü
àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Ïîãðåøíîñòü àíàëèòè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì òåì,
êàê òî÷íî äâà ÷ëåíà ðÿäà àïïðîêñèìèðóþò ôóíê-
öèþ ïðîãèáà.

Íà ðèñ. 5 âèäíî, ÷òî ïîãðåøíîñòü çàâèñèò îò
ñîîòíîøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñòåðæ-
íåé, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ââåñòè äëÿ àíàëèòè÷åñ-
êîãî âûðàæåíèÿ (14) êîýôôèöèåíò êîððåêöèè, ò.å.

äëÿ ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòè ïðåäëàãàåòñÿ èñ-
ïîëüçîâàòü êîýôôèöèåíò êîððåêöèè Êêîð (òàáë. 6).

Äëÿ ðàññìîòðåííûõ â èññëåäîâàíèè ñòåðæíåé
òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàâèñèò îò îòíîøåíèé äëèí
ó÷àñòêîâ ñòåðæíÿ è îò îòíîøåíèÿ èçãèáíûõ æåñ-
òêîñòåé íà ó÷àñòêàõ. ×åì áîëüøå ðàçíèöà â èçãèá-
íûõ æåñòêîñòÿõ íà ó÷àñòêàõ ñòåðæíÿ, òåì áîëüøå
ïîãðåøíîñòü. Â äàííîì èññëåäîâàíèè ðàññìîòðå-
íî ìàêñèìàëüíîå îòíîøåíèå èçãèáíûõ æåñòêîñ-
òåé, ðàâíîå 8 (îòíîøåíèå áîëüøå 8 íà ïðàêòèêå
îáû÷íî íå ïðèìåíÿåòñÿ).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ãðàôèêè íà ðèñ. 5,à (äëÿ
k = 6) è 5,ã (äëÿ k = 6,28) î÷åíü áëèçêè ìåæäó
ñîáîé, ïðàêòè÷åñêè íàêëàäûâàþòñÿ äðóã íà äðó-
ãà. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî
ãðàôèêè íà ðèñ. 5,à–â), ïîëó÷åííûå äëÿ ñòåðæíåé
èç èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà, ïðèìåíèìû è äëÿ êîì-
ïîçèòíûõ ñòåðæíåé.

Òàáëèöà 1

Ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñòåðæíåé

Òàáëèöà 2

Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ìîíîñëîÿ íà îñíîâå óãëåâîëîêíà

Òîëùèíà, ìì
 

11E , ÌÏà 22E , ÌÏà 12  12G , ÌÏà 23G , ÌÏà 31G , ÌÏà 

0,2 147150 7360 0,25 3430 3430 3430 

Èçîòðîïíûé ñòåðæåíü ñî ñòóïåí÷àòûì èçìåíåíèåì ñå÷åíèÿ ñ äâóìÿ ó÷àñòêàìè. 

Îáà òîðöà øàðíèðíî îïåðòû* 

Варианты a âàð. 1 âàð. 2 âàð. 3 âàð. 4 âàð. 5 âàð. 6 âàð. 7 âàð. 8 âàð. 9 âàð. 10 

a, мм 30 40 45 50 60 70 80 90 100 130 

I2 = 26,6667 ìì4

 
ðàññìîòðåíû  I1 = 3,3333 / 4,4367 / 6,5104 / 13,6533 ìì4

 

l = 200 мм,  

bсеч = 5мм 

Èçîòðîïíûé ñòåðæåíü ñî ñòóïåí÷àòûì èçìåíåíèåì ñå÷åíèÿ ñ äâóìÿ ó÷àñòêàìè.  

Îäèí òîðåö çàäåëàí, äðóãîé ñâîáîäíûé 

Варианты a âàð. 1 âàð. 2 âàð. 3 âàð. 4 âàð. 5 âàð. 6 âàð. 7 âàð. 8 âàð. 9 

a, мм 75 60 50 45 40 35 30 25 20 

I2 = 26,6667 ìì4

 
ðàññìîòðåíû  I1 = 3,3333 / 4,4367 / 6,5104 / 13,6533 ìì4

 l = 100 мм, bсеч = 5мм 

Èçîòðîïíûé ñòåðæåíü ñî ñòóïåí÷àòûì èçìåíåíèåì ñå÷åíèÿ ñ òðåìÿ ó÷àñòêàìè 

Варианты a âàð. 1 âàð. 2 âàð. 3 âàð. 4 âàð. 5 âàð. 6 âàð. 7 âàð. 8 âàð. 9 âàð. 10 

a, мм 75 60 50 45 40 35 30 25 20 15 

I2 = 26,6667 ìì4

 
ðàññìîòðåíû  I1 = 3,3333 / 4,4367 / 6,5104 / 13,6533 ìì4

 

l = 200 мм,  

bсеч = 5мм 

bñå÷  - øèðèíà ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ. Ïðèíÿòà ïîñòîÿííîé ïî äëèíå. 

* - äëÿ êîìïîçèòíîãî ñëîèñòîãî ñòåðæíÿ ðàññìîòðåíû âàðèàíòû a: 1, 2, 4, 5, 6, 7, 9, 10. Äëèíà ñòåðæíÿ 200 ìì. 
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Òàáëèöà 4

Èçãèáíûå æåñòêîñòè êîìïîçèòíîãî ñòåðæíÿ. Óêëàäêà ¹2

Òàáëèöà 5

Èçãèáíûå æåñòêîñòè êîìïîçèòíîãî ñòåðæíÿ. Óêëàäêà ¹3

Ðèñ. 5 (íà÷àëî)

à)

Òàáëèöà 3

Èçãèáíûå æåñòêîñòè êîìïîçèòíîãî ñòåðæíÿ. Óêëàäêà ¹1

Ó÷àñòîê ñòåðæíÿ Òîëùèíà, ìì 11D  22D  66D  12D  16D  26D  

Âòîðîé 3,2 
óêëàäêà: [ 0 / 45 / -45 / 90 / 0 / 45 / -45 / 90]S 

220707 113011 54127 49800 8975 8975 

Ïåðâûé 1,6 
óêëàäêà: [0 / 45 / -45 / 90] S 

35145 8221 5940 5400 2244 2244 

Ó÷àñòîê ñòåðæíÿ Òîëùèíà, ìì 11D  22D  66D  12D  16D  26D  

Âòîðîé  4 
óêëàäêà: [ 0 / 45 / -45 / 90 / 0 / 90 / 45 / -45 / 90 / 0]S 

395058 269414 99376 90926 12340 12340 

Ïåðâûé 2 
óêëàäêà: [90 / 45 / -45 / 90 / 0]S 

 
16338 66446 12560 11503 3365 3365 

Ó÷àñòîê ñòåðæíÿ Òîëùèíà, ìì 11D  22D  66D  12D  16D  26D  

Âòîðîé 3,2 
óêëàäêà: [ 0 / 30 / -30 / 90 / 0 / 30 / -30 / 90]S 

277518 78580 42936 38610 11585 3959 

Ïåðâûé 1,6 
óêëàäêà: [0 / 30 / -30 / 90]S 

41198 4552 4748 4207 2896 990 
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Ðèñ. 5. Ãðàôèêè âëèÿíèÿ îòíîøåíèÿ a/l íà ïîãðåøíîñòü îòíîñèòåëüíî êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ìîäåëåé (ÊÝÌ):
à — äâóõñòóïåí÷àòûé ñòåðæåíü, øàðíèðíî îïåðòûé ïî òîðöàì; á — äâóõñòóïåí÷àòûé ñòåðæåíü ñ çàäåëêîé è ñâî-
áîäíûì òîðöîì; â — òðåõñòóïåí÷àòûé ñòåðæåíü, øàðíèðíî îïåðòûé ïî òîðöàì; ã — äâóõñòóïåí÷àòûé êîìïîçèò-
íûé ñòåðæåíü, øàðíèðíî îïåðòûé ïî òîðöàì

â)

ã)

á)
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Ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåé ñî
ñòóïåí÷àòûì èçìåíåíèåì ñå÷åíèÿ âëèÿíèå ëî-
êàëüíûõ ýôôåêòîâ â çîíå ñòûêà ñå÷åíèé ñ ðàçíîé
èçãèáíîé æåñòêîñòüþ íå ó÷èòûâàåòñÿ, ïðèíèìà-
åòñÿ, ÷òî â ìåñòå ñòûêà ó÷àñòêîâ òàêæå âûïîëíÿ-
åòñÿ ãèïîòåçà ïëîñêèõ ñå÷åíèé. Â ðåàëüíîñòè ýòà
ãèïîòåçà ëîêàëüíî íå âûïîëíÿåòñÿ.

Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè â êîíå÷íî-ýëåìåí-
òíûõ ìîäåëÿõ ó÷èòûâàëîñü âëèÿíèå ëîêàëüíîãî
ýôôåêòà, ïîñêîëüêó âñå ñòåðæíè (êðîìå êîìïî-
çèòíîãî) ìîäåëèðîâàëèñü òðåõìåðíûìè êîíå÷íû-
ìè ýëåìåíòàìè. Åñëè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñòåðæ-
íåé ñî ñòóïåí÷àòûì èçìåíåíèåì ñå÷åíèÿ ïðèìå-
íÿòü îäíîìåðíûå èëè äâóõìåðíûå êîíå÷íûå ýëå-
ìåíòû, òî ëîêàëüíûé ýôôåêò îò íàðóøåíèÿ ãèïî-
òåçû ïëîñêèõ ñå÷åíèé â çîíå ñòûêà ó÷àñòêîâ íå
áóäåò ó÷èòûâàòüñÿ â ìîäåëè.

Íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè îöåíêó âëèÿíèÿ ëî-
êàëüíîãî ýôôåêòà íà âåëè÷èíó êðèòè÷åñêîé ñèëû.
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâóõñòóïåí÷àòûé ñòåðæåíü
ñ ãåîìåòðèåé, êîòîðàÿ äàåò ìàêñèìàëüíóþ ïî-
ãðåøíîñòü ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë
îòíîñèòåëüíî ÊÝÌ (ðèñ. 5,à, k = 8, a/l = 0,225).
Åñëè â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ìîäåëè ââåñòè âûïîë-
íåíèå ãèïîòåçû ïëîñêèõ ñå÷åíèé â ìåñòå ñòûêà
ó÷àñòêîâ, òî ïîãðåøíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷å-
òà ñíèçèòñÿ ñ 13 äî 11%. Äëÿ âàðèàíòà ñòåðæíÿ ñ
k = 8 è a/l = 0,15 (ðèñ. 5,à) ïîãðåøíîñòü ñíèçèò-
ñÿ ñ 7 äî 5,5%. Òàêèì îáðàçîì, ÷åì ìåíüøå ïî-
ãðåøíîñòü äî ââåäåíèÿ ãèïîòåçû ïëîñêèõ ñå÷åíèé,

òåì ìåíüøå âëèÿíèå ëîêàëüíîãî ýôôåêòà. Ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî äëÿ íàèõóäøåãî ðàññìîòðåííîãî ñëó÷àÿ
(äëÿ êîòîðîãî ïîãðåøíîñòü ñîñòàâèëà 13%) âëè-
ÿíèå ëîêàëüíîãî ýôôåêòà äàåò óâåëè÷åíèå ïî-
ãðåøíîñòè íà 2%, ïðè ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ äàí-
íûì ýôôåêòîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðè

Íà ïðàêòèêå ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå ñå÷å-
íèÿ îáû÷íî íå ðåàëèçóåòñÿ, ò.å. ïåðåõîä îò îäíî-
ãî ñå÷åíèÿ íà äðóãîå ïðîèñõîäèò îòíîñèòåëüíî
ïëàâíî (íàïðèìåð, ãàëòåëü èëè ñêðóãëåíèå). Â
òàêèõ ñëó÷àÿõ ðåêîìåíäóåòñÿ ñêðóãëåíèå èãíîðè-
ðîâàòü, ò.å. äëèíó ó÷àñòêà ñ áîëüøåé èçãèáíîé
æåñòêîñòüþ ïðèíèìàòü áåç ó÷åòà çîíû ñêðóãëåíèÿ,
à äëèíó ó÷àñòêà ñ ìåíüøåé èçãèáíîé æåñòêîñòüþ
ðàññ÷èòûâàòü ñ ó÷åòîì çîíû ñêðóãëåíèÿ. Ïîäîá-
íûé ïîäõîä ïîçâîëèò ïîëó÷èòü áîëåå êîíñåðâàòèâ-
íóþ îöåíêó êðèòè÷åñêîé ñèëû.

Àâòîðîì ñòàòüè ñîçäàíà ïðîãðàììà â ñðåäå
MS.Excel VBA äëÿ ðàñ÷åòà êðèòè÷åñêîé ñèëû ðàñ-
ñìîòðåííûõ â äàííîì èññëåäîâàíèè ñòåðæíåé. Â
ïðîãðàììå êîýôôèöèåíò êîððåêöèè Êêîð ó÷èòû-
âàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ïîëüçîâàòåëþ íåîáõîäèìî
óêàçàòü òîëüêî äàííûå ïî ãåîìåòðèè ñòåðæíÿ è ïî
ìàòåðèàëó. Ïðîãðàììà èìååò ïðèâû÷íûé äëÿ ñî-
âðåìåííîãî ïîëüçîâàòåëÿ ÏÊ îêîííûé èíòåðôåéñ
è ïîçâîëÿåò ìãíîâåííî ïîëó÷èòü çíà÷åíèå êðèòè-
÷åñêîé ñèëû ñòåðæíÿ. Îáçîð ïðîãðàììû ïëàíèðó-
åòñÿ îïóáëèêîâàòü ïîçæå â îòäåëüíîé ñòàòüå.

Òàáëèöà 6

Êîýôôèöèåíòû êîððåêöèè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

Ñòåðæåíü 
Êîýôôèöèåíò  

êîððåêöèè, Êêîð 

Âûðàæåíèå äëÿ êðèòè÷åñêîé 
ñèëû 

Äâóõñòóïåí÷àòûé 

Ш+Ш 
Ðèñ. 5,à 

 2
êð

êîð

1
4

2
P g g rc

rK
     

Äâóõñòóïåí÷àòûé Ç+Ñ Ðèñ. 5,á 

Òðåõñòóïåí÷àòûé Ш+Ш Ðèñ. 5,â 

Äâóõñòóïåí÷àòûé êîìïîçèòíûé 

Ш+Ш 
Ðèñ. 5,à 

Äâóõñòóïåí÷àòûé êîìïîçèòíûé 

 Ç+Ñ 
Ðèñ. 5,á 

Òðåõñòóïåí÷àòûé êîìïîçèòíûé  

Ш+Ш 
Ðèñ. 5,â 

Ш – øàðíèðíîå îïèðàíèå íà òîðöå;  Ç – çàäåëêà òîðöà;  Ñ – ñâîáîäíûé òîðåö 

Êîýôôèöèåíò êîððåêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì  ðèñ. 5,à– â  ïî ôîðìóëå: 

êîð
Ïîãðåøíîñòü îòíîñèòåëüíî ÊÝÌ

1
100

K    

1 1 2 2 1 1 2 2max{ ; }/ min{ ; } 8.E I E I E I E I 
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Âûâîäû

Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ îï-
ðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé ñèëû äëÿ äâóõ òèïîâ ñòåð-
æíåé ïåðåìåííîé æåñòêîñòè ñ äâóìÿ òèïàìè ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé.

Èññëåäîâàíà òî÷íîñòü àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæå-
íèé. Ââåäåí êîýôôèöèåíò êîððåêöèè, êîòîðûé
ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò ïî
êðèòè÷åñêîé ñèëå.

Ìåòîäèêà ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà è äëÿ äðóãèõ
òèïîâ ñòåðæíåé ïåðåìåííîé æåñòêîñòè è äðóãèõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, íå ðàññìîòðåííûõ â äàííîé
ñòàòüå.

Ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ëåãêî
ïîääàþòñÿ àâòîìàòèçàöèè. Äëÿ ýòîãî ïîäîéäåò,
íàïðèìåð, Microsoft Excel.
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Abstract

The article discusses the problems of stability of
two types of beams of variable stiffness: with a stepped
change in cross section with two zones and with a step
change in section with three zones. Simply supported
boundary conditions at two ends are considered, as
well as with embedding at one end and with a free
second end. Beams of isotropic material and of the
laminated composites are discussed.

To study the stability of beams of variable stiffness,
the Ritz method was used. Beams with the ratio of the
maximum and minimum flexural rigidity in the zones
does not exceed 8 are considered, since in practice the
ratio greater than 8, as a rule, is not applied. Analytical
expressions for determining the critical force are
obtained. The calculation results and their verification
are given.

The results of analytical calculations were
compared with the results obtained by the finite

element method (MSC.Nastran / MSC.Patran). Based
on a comparative analysis, graphs of the error of
analytical solutions (relative to the solution obtained
by the finite element method) were constructed. To
minimize the error of analytical equations, a correction
factor was introduced.

The study showed that the equations applicable for
calculating the critical force of isotropic beams are also
applicable to composite beams. Correction factors
obtained for isotropic beams are also applicable to
composite beams.

In addition to assessing the accuracy of analytical
equations for the critical force, the influence of local
effects in the area of the junction of zones with
different flexural rigidity is investigated. In practice,
the Bernoulli hypothesis does not work in the junction
area of the zones, which has some influence on the
magnitude of the critical force.
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Results of investigation:
- Analytical equations were obtained for

determining the critical force for two types of beams
of variable stiffness with two types of boundary
conditions;

- The accuracy of analytical equations was
investigated. A correction factor was introduced, which
allows to obtain a more accurate result for the critical
force;

- The technique can be applied to other types of
beams of variable stiffness and other boundary
conditions not considered in this paper;

- The resulting analytical expressions are easy to
automate. For this suit, for example, Microsoft Excel
can be used.

Keywords: Ritz method, critical force, stability of
beams, beams of variable cross section, composite
beams, stability of beams of variable stiffness, beams
of variable stiffness.
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