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)� ���/����� ������0)�&-� ������1�� 2� 3� *

���4� +,�&���� 3���( ���+ �����(� ��������� ��*
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(!��4��� �3���+������( �����+�2�(��&��5����

��( �������2������� +,�&���"�)�/��� ���������

��������� ! ���( �������2������%������& !�����

���+).������������������������ 5� ����(� -��*

� ��6(� -��� � �����#�$�

� �����������(� !����� ! � +��(�������"78$%

& � ����� �3����2�����������).������.%�� �3��

+����(� ������ ���������2������ ���������8���*

& �'� �78�� 3��� &�2����������+ � �( � +������

 +,�&���� ���������( �������2����������'� ����)*

������ +1 ��� �(�������� �(!��4����(� � �3���

��( �������2������%���( ��2)������).������.�78�

7���'� ��� �����������78�� �3���+������(���*

�������2�� � �(� ������ ���������2������ �����*

����7 ����'� ! �� 3���+���� �)5�������������).*

5���( (��&���(!��4���

�� 9�:� (���� 3������ �� �����2�-��� �(!��4��
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?���������(������ ! �)(��������������� 4�(��

��( �������� � 4��������

����������(� ���&����+ � �( � +� ����� � 4

����������#��0)�&-� ���)���( �� )(���������

���� 4�������%� ���& �� �������������( �������

(��������� �� ����� 4%���2)������������/�������

��( ��2).��������)(��������� +,�&� �%�� �(� ��*

��.������( � 5�.�7��p�� ! �������"7l$�����()*

������������������2)������������� 4�����������

'� 4������������)����� 2��&� ��������� � 4����*

���� /�+&���(!��4��(��&��5���������( �������

& ���&��� �&��� � 4��������

����� � 4��������� �������������( ��2)��������

(������ ! �)(��������������� 4%����������������

��( ��������&�&�0 � ��4�(� -���%��������2)������

��� ��/�������� ��( ��2).���� "( �����.���$� ���

)(��������� +,�&� ���� ��� ���� � 4�������� �)*

5�����������( *(��3���)���( � 5�.�7l�����()*

������������������2)������������� 4�������������)*

����� 2��&� ������ /�+&��(�����( �������� � 4

��������(!��4��(��&��5�����%������������������� *

�������&���� 4��7���1 ��&����� 4�������� �)5����*

����������  ������������(� � & � ������( ��2 ��*

�����(��� '� �� ���� � ����� ������� ���������4

��1���2���& ��� ����1�� ��&%��� �(��� ����&����*

�������2�������������)���� �&������2���&����� 4

�����������)!���(� !������%�2�����5��� �����(� *
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<���3���&�1�������������� ! �����������&��

���)�-������� 3���+����(���������

�����+���(���� 3���)�)�/����4���� ������*

( ��2 �������� ( �������� 4�(� ��3)� �� 4����*

����9?:��< ( �������� �&�(�����)5�����4������

���(��� 4��������(� ���&����+ � �( � +� ����� *

� 4��������� +����������0 ���-��� +����������1

��3�)� � �������� & ��� ������� � �&�����7��

)�(�/� ��2����/�����(��� 4�������� �)5������*

�����(���1 �� &� (� ��3)� �� 4� ������� �(!��4��%

& !���� ���������( ����������� 4��������78� (*

������.������������!�����-���� ( ���������1�7l

�����%��� +��� 2� 3��������������2�������(��

(���1 ��� ��� � 4��������&����� 4�����������(��*

��/����!������ ! ����������� ���������( ������

�� � 4��������& ��� ���� � 4�������� �)5������*

����%������'� �������� ����(� ��3)� �� 4�������%

+ �������� ���( � 5�.�� ( ���������1�7l�

7��������2�-��� 2�5�5��� ! � �(!��4���(� *

!����� ! � +��(�������)������ 4������������� 4

�������������� ! ����������� +1 ��� ���/�������

2����%� ���2����1� �� ��2��+ �& 4� � ( �������� 4

������ 4&�� (���-� �� 4��������%�7��p���1���*

�� �%���1���2���& ��� ����1�� ��&�������#�/����

'��1�2�������������������������2�������(���(� *

���������(!��4������ 9�:� ��( �����&����������4

�����2�(� � �3������ ������)10�2� ! ��(!��4���

��3���������� �������2��+ �&)� ����������&�1

� ����4� ����( �)������& ���������� 4�+�2 � 4
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'&�( ���-�������������������� � ! � +��)3���*

���%��������������( �������(��� 4%�(� ��3)� �*

� 4����� � 4������4��(!��4���(���( ��!��������)*

��4������'&�( ���-����� 4�0)�&-��4����(����*

���������  �������).5����( &�2�������� λ %� γ ���ρ �
��� ��� ���� +���)3����� /�+&�����0�2��������

0�2��?��������  ���������� � θ ��� ν ����&�&�&����*
�����( �������(� ��3)� �� 4�0�2��2��������� 

����/������������( ��������(!��4������0�2�1��

��?%�� %�(���( ��!��� ��)������� /�+ &����(� ��*

3)� �� 4�0�2�%� (��� ( ��� ������ ����4� +)���

)���������� ��& �0�2������?��7���'� ���������� �*

������ 3���� �� ����4;��������).%�& !���� ���

���������+ �����+�2� /�+ &%�������� �������2���*

� 4�������� ����(� -��� ���(!��4���

%���������������

7)����&����&?�G���� ��� ����(��+����������*

��������0�2���������0�2��?��  ���������� %�&2�G

��� ��� ����2����/������(!��4���"������$�

�������� ��00����-������1� )�������4� ���

 (������������� ��� ���4

0� 0�

0? 0? 0�

2 0?

" $ " $q

" $ " $ " $q

" $ " $�

& ' '

& ' & ' '

& ' & '

′ ′= −λ

′ ′= −ρ + λ

′ = −ρ

����������)�� ���

�0� "' r =$ r �q�&0? "' r =$ r�&2 "' r =$ r =�

7���1 ���&�(�� +��2 �������s�(����%������

0�

�
" $ q

" $
& (

(
=

+ ρ

0?" $ q
" $" $

& (
( (

λ=
+ ρ + λ

2" $ �
" $" $

& (
( ( (

ρλ
=

+ ρ + λ

#�/�������������� 3���+����( �)��� �( ����*

��� ����1 3������ +���� ! �(�� +��2 ������s�(*

�����(��� λ ≠ ρ ;

a
0�" $ q& ' �−λ= � �

a a
0?" $ " $q& ' � �−λ −ρλ= −

ρ − λ

a a a
2" $ � " $ �& ' � � �−λ −λ −λρ λ= − − − ρ − λ 

����� λ �r� ρ %�� 

a
0�" $ q& ' �−λ= � a

0?" $ q& ' '�−λ= λ

a
2" $ � �'& ' � ')−λ −λ= − − λ

#�������	 �����A�

e-λt

�2�1 �

e-ρt
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 /�+&�� �� ������ � ( �������� �� � �� ����� &

"���� ?$%����2��� ����(� �����������+ ��( �& ���&*

-���� � 4��������78�����2������ �������%�����*

� ��� ����&&�(��+�����������������'� ��� �� ����

&����������( ���������+ ��( �& ���&-���(���( *

��!��������)��4������'&�( ���-����� 4�0)�&-�*

�4����(������������( &�2�������µ �

�������� ��00����-������1� )�������4� ���

 (������������� ��� ���4

& & 0� 0?" $ " $ "� $ " $ "� $ " $q& ' � ' & ' & '′ = −µ + λ − θ + ρ − ν

0� 0� &" $ " $ " $q& ' & ' � '′ = − λ + µ

0? 0? 0�" $ " $ " $ q& ' & ' & '′ = −ρ + λ θ

2 0?" $ " $�& ' & '′ = ρν

����������)�� ���

&0�"' r =$ r �q�&0? "' r =$ r�&2 "' r =$ r�&&�"' r =$ r =�

7���1 ���&�(�� +��2 �������s�(����%������

& 0� 0?" $ " $ "� $ " $ "� $ " $q( & ( & ( & (+ µ = − θ λ + − ν ρ

0� &" $ " $ " $q( & ( � (+ λ = µ

0? 0�" $ " $ " $q( & ( & (+ ρ = θλ

2 0?" $ " $q(& ( & (= ρν

?

0� � ?

" $
" $ q

" $ " $

( (
& (

( ( (

+ µ + ρ + µρ=
+ λ + µ + ρ + ρλ + ρµ + λµθ − λνρµθ

0? � ?
" $ q

" $ " $

(
& (

( ( (

θλ + µθλ=
+ λ + µ + ρ + ρλ + ρµ + λµθ − λνρµθ

& � ?

" $
" $ q

" $ " $

(
& (

( ( (

λ − λθ + λρ − λνρθ=
+ λ + µ + ρ + ρλ + ρµ + λµθ − λνρµθ

2 � ?
" $ �

" $ " $

(
& (

( ( (

νρθλ + νρθλµ=
+ λ + µ + ρ + ρλ + ρµ + λµθ − λνρµθ

#�/�������������� 3���+����( �)��� �( ����*

��� ����1 3������ +���� ! �(�� +��2 ������s�(*

����;

?�

0� ?
�

" $
" $ q

� ? " $ " $
0( '0 0

0 0 0

( (
& ' )

( (=

+ µ + ρ + µρ
=

+ λ + µ + ρ + ρλ + ρµ + λµθ
∑

�

0? ?
�

" $ q
� ? " $ " $

0( '0

0 0 0

(
& ' )

( (=

θλ + µθλ
=

+ λ + µ + ρ + ρλ + ρµ + λµθ
∑

�

& ?
�

" $
" $ q

� ? " $ " $
0( '0

0 0 0

(
& ' )

( (=

λ − λθ + λρ − λνρθ
=

+ λ + µ + ρ + ρλ + ρµ + λµθ
∑

>

2 ?
�

" $ %
� ? " $ " $

0( '

0 0 0 0

(
& ' )

( ( (=

νρθλ + νρθλµ=
 + λ + µ + ρ + ρλ + ρµ + λµθ 

∑

!���(�G�& ����1���&����������& ! �)��������

� ?" $ " $ =�( ( (+ λ + µ + ρ + ρλ + ρµ + λµθ − λνρµθ =

#����?��	 �����A?

1-θ

e-ρt

θ

e-λt

�

1-�

��
�1

�

e-�t

1

�

1-	
��
��	 2-	
��
��	 2����/������(!��4��
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� �� �����0���G���( ���������(!��4������*4

������%�(���'� ��� ����������������� /�+&)��7 *

'� �)�� �����������(� !����� ! � +��(�������� �*

3���+������(����������2�� � �(� ������ ����*�(�*

��1 ���2�� �� �����0������ �� �����&����� �� ����

0�=�� �������������+ �����+�2� /�+ &����(��� 4

�������"������$�

����������00����-������1�)�������4����� (*

������������� ��� ���4

& & � 0�� 0?" $ " $ " $ "� $ " $q& ' � ' & ' & '′ = −µ + λ + ρ − ν

0�� 0�� � &" $ " $ "� $ " $q& ' & ' 3 � '′ = − λ + − µ

0�= 0�= = &" $ " $ " $q& ' & ' 3 � '′ = − λ + µ

0? 0? = 0�=" $ " $ " $q& ' & ' & '′ = −ρ + λ

2 0?" $ " $�& ' & '′ = ρν

����������)�� ���

&0��"' r =$ r �q�&0�= "' r =$�r�&0? "' r =$ r

r�&2 "' r =$ r =%�&&�"a r =$�

#�������	 �����	�

& � 0�� 0?" $ " $ " $ "� $ " $q( & ( & ( & (+ µ = λ + − ν ρ

� 0�� &" $ " $ "� $ " $ �q( & ( 3 � (+ λ − − µ =

= 0�= &" $ " $ " $q( & ( 3 � (+ λ = µ

0? = 0�=" $ " $ " $q( & ( & (+ ρ = λ

2 0?" $ " $q(& ( & (= ρν

{ }
� =

&

= = � � =

"Y $"Y $�
" $ q

"Y $" $" $ "� $ " $ "� $ " $" $
& (

( ( 3 ( 3 ( (

λ + ρ + λ
=

  + µ + ρ + λ − − ν ρ λ µ + λ − − µλ + ρ + λ  

{ }
�

0�=

= = � � =

" �$
" $ q

"Y $" $" $ "� $ " $ "� $ " $" $

3 (
& (

( ( 3 ( 3 ( (

µλ + ρ
=

  + µ + ρ + λ − − ν ρ λ µ + λ − − µλ + ρ + λ  

7���1 ���&�(�� +��2 �������s�(����%������
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��5�� 	#���	���������2/

������ 4�� �����"�����>$����(���( ��!���� +*

���)3��������0�2����( �&��4��4������5� /�+ &�

7 '� �)�����0�2����( ���������.���� ����.�	�

�� ������5�t���� �� �����

�������� ��00����-������1� )�������4� ���

 (������������� ��� ���4�(���5�r�?�%

= � ?
λ = λ = λ = λ ��� = � ?

µ = µ = µ = µ ����������

&? &? 0�? 0?" $ " $ " $ "� $ " $q& ' � ' & ' & '′ = −µ + λ + ρ − ν

&� &� 0��" $ " $ " $q& ' � ' & '′ = −µ + λ

0�? 0�=" $ " $q& ' & '′ = −λ

0�� 0�� &?" $ " $ " $q& ' & ' � '′ = − λ + µ

0�= 0�= &�" $ " $ " $q& ' & ' � '′ = − λ + µ
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